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Proba znalezienia transmitancji wezla ciernego
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Streszczenie: W pracy przedstawiono model matematyczny procesu hamowania
w postaci transmitangji obiektu statycznego pierwszego rzedu, wyznaczony na
podstawie danych uzyskanych podczas badan eksploatacyjnych. Do optymalizacji
procesu wykorzystano dodatek Solver w arkuszu kalkulacyjnym Excel. We wpro-
wadzeniu przedstawiono analize teoretyczng modelu hamowania i wykazano, ze
prowadzi ona do réwnan rézniczkowych nieliniowych.
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An attempt to find the friction node transfer
function

Maciej Szews
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Summary: The paper presents the mathematical model of the braking process in
the form of the first order static element transfer function determined on the basis
of data obtained during operational tests. The Solver add-on in the Excel spread-
sheet was used to optimize the process. In the introduction the theoretical analysis
of braking process was presented and it was shown that it leads to nonlinear differ-
ential equations.
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1. Wstep

Celem pracy jest budowa modelu matematycznego okreslajacego dynamike
wzrostu temperatury tarczy hamulcowej podczas procesu hamowania ciggnika
siodtowego. W pierwszej czesci podjeto probe analitycznego znalezienia modelu.
Na podstawie przeprowadzonej analizy udowodniono, ze model ten bytby bardzo
skomplikowany, wobec tego nieczytelny. Komplikacja polega na uwzglednieniu
duzej liczby parametréw. Pominiecie niektorych parametrow prowadzitoby do
znacznych niedoktadnosci modelu.

Wobec powyzszego zbudowano opis matematyczny procesu na podstawie
prowadzonych wczesniej badan doswiadczalnych w postaci transmitancji operato-
rowej [2]. Jako wielkos¢ wejSciowq przyjeto przyrost temperatury tarczy hamul-
cowej w czasie odniesiony do wartosci ustalonej tej tarczy po procesie hamowania.
Szeroko wykorzystano analize statystycznag

2. Model analityczny

Najbardziej ogdlnym réwnaniem opisujacym wiasciwosci dynamiczne procesu
hamowania jest bilans energetyczny: energia kinetyczna poruszajacego si¢ samo-
chodu podczas jazdy po ptaskiej drodze bez wzniesienl (plaszczyzna pozioma) za-
mieniana jest w cieplo, ktore jest rozpraszane do otoczenia. W stanie dynamicz-
nym rosnie temperatura wezta hamulcowego, co jest oznaka akumulowania sie
energii w wezle sktadajacym sie z tarczy hamulcowej i klocka oraz ich najblizszego
otoczenia. Ogdlnie mozna napisac:

AE, o = Eiy — Eo [K] (1)
gdzie:
wiem — ZMiana energii catkowitej analizowanego systemu, przyktadowo
ciagnika siodtowego z trdjosiowa naczepa, w [K]],
E, — ilo$¢ energii dostarczanej do systemu, np. z silnika, w [K]],
E_, — 1ilo$¢ energii rozpraszanej, w [KJ].

Przyktadowo, podczas ruchu jednostajnego w poziomie v=const nie ma aku-
mulagcji energii, wobec tego rownanie (1) przyjmuje postac:

0 = Ein _Eout [k]] (2)
Dogodniejszy do analizy jest bilans mocy:

0=E, —E

out

[kW] 3)

W tym stanie praca silnika wyznaczona na podstawie jego mocy zuzywana jest
przede wszystkim na pokonanie oporow ruchu w powietrzu i sit oporow tarcia kot
o jezdnie (rys. 1).
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Rys. 1. Podstawowe sily dziatajace na samochéd w ruchu [opracowanie wlasne]
Fig. 1. Basic forces acting on a heavy truck in motion [own study]

Moc silnika mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

W,=wTW lub W, _2mn T (4)
60 1000
gdzie:
W, — moc na wale napedowym, w [kW],
@ — predkosé katowa waltka napedowego, w [rad/s],
n — predkosc¢ obrotowa watka napedowego, w [obr/min],
T — moment obrotowy, w [N-m].

Szczegolnie trudne moze by¢ uwzglednienie oporéw ruchu w powietrzu, po-
niewaz przyjmuje sie, ze:

Fy =px (5)
gdzie:
F,, — sila oporow ruchu w powietrzu, w [N],
p — wspotczynnik oporéw ruchu w powietrzu, w [N-s/m],
x - predkosé¢ samochodu, w [m/s].

Wobec tego moc rozpraszang E, w wyniku oporéw ruchu w powietrzu moz-
na okresli¢ wzorem:

E, = Fyt=pi (6)

Sygnalizowana powyzej trudnos¢ polega na tym, ze predkos¢ x jest podnie-
siona do kwadratu, co bedzie prowadzito do nieliniowego rownania rézniczkowe-
go, natomiast wspolczynnik £ jest zalezny od wielu parametréw, przede wszyst-
kim od ksztattu pojazdu, ale rowniez warunkéw atmosferycznych.

Site oporow tarcia kot na powierzchni jezdni mozna wyznaczy¢ z ukltadu row-
nan dla kota napedowego i kota tocznego (rys. 2), okreslajacych w obydwdch
przypadkach warunek rownowagi momentow wokoét punktu O. Przyjmujemy za-
fozenie upraszczajace, ze promien kota jest w przyblizeniu réwny ramieniu r, = b,
dla sit 4F, (rys. 2a) lub F, (rys. 2b). Nalezy zauwazy¢, ze uklad rownan (7) zostat
napisany tylko dla jednej strony pojazdu:

dla kota napedzanego  0,5M, =(0,5n, —1)Fr, + 2o r (7)
n

w

dla kota tocznego 0=Fr, - g f (8)
n

w
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M, - moment obrotowy na wale mostu, wyznaczony z momentu obrotowe-
go silnika T, w [N'm],
— sila ciagnaca dla jednego kota, w [N],

— promien kota, w [m],

— catkowita masa pojazdu, w [kg],

£,
rw
f. — wspolczynnik tarcia tocznego, w [m],
m
n, — laczna liczba két samochodu,

g

— przyspieszenie ziemskie, w [m-s?].

a) (B4 b) (R4

v,

deformacja opony

deformacja jezdni

poziom jezdni

=70
-fl" __\Er

—]

Rys. 2. Opory toczenia: a) koto napedzane, b) koto toczne [opracowanie wlasne]
Fig. 2. Rolling resistance: a) driven wheel, b) rolling wheel [own study]

Sile tarcia tocznego F, mozna wyznaczy¢ bezposrednio z rownania (8),
przyjmujac, ze z warunku réownowagi dla sit poziomych F, = F:
F-F =" gi 9)
nW

T p
7
w

czyli moc rozpraszana na n, kotach (moc zamieniana w ciepto) w wyniku tarcia

tocznego:

E'Hanxzm-gix (10)
r.

Z réownania (7) mozna wyznaczy¢ moment obrotowy na wale mostu napedo-
wego, po podstawieniu (9) do (7) otrzymamy:

My=mg f. (11)

Bilans mocy procesu hamowania, przy przyjeciu zatozen, ze w chwili wcisnie-

cia pedatu hamulca 7 =0 predko$¢ pojazdu wynosita x(0), po czasie ¢ =1, wynosi-
ta %(z,), silnik jest odlaczony poprzez sprzegto E, =0:

AE o =0—AEk—ﬁ-x2(t)—m-g-£x(z) (12)
rW
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Nalezy zauwazy¢, ze zmiana energii kinetycznej AE, jest zmiang stanu pojazdu,
zalezy wiec jedynie od stanu koricowego E, (1,)=0,5m-%*(z,) i stanu poczatkowego
w procesie hamowania E, (¢,)=0,5m-%"(t,), czyli rozproszona moc w przypadku

zmiany energii kinetycznej nie jest zalezna od t, wobec tego mozna napisac:

A, = () =3 (0) (13)
2

czyli ma wartos¢ liczbowaq niezalezna od tego, w jaki sposob zmienia sie x(¢). Pod-
czas hamowania AE, <0, w granicznym przypadku, gdy samochod sie zatrzyma
x(t), spadek energii kinetycznej jest rtéwny AE, =-0,5m-x°(1,).

W tym modelu pominieto przykltadowo site wiatru, sprawnos¢ dyferencjatu,
opory ruchu w fozyskach két itp.

Roéwnania przedstawione powyzej moga stanowi¢ fragment modelu matema-
tycznego opisujacego przeksztalcanie energii kinetycznej w rozpraszane ciepto
z uwzglednieniem dynamicznej akumulacji ciepta w wezle cieplnym. Rozwiklanie
tego modelu, czyli okreslenie temperatury tarczy hamulca w zaleznosci od wybra-
nych parametréw (nie wszystkich), np.: 6, = f (Av, Pin> M1, ﬁ,...), prowadzi do opi-

su analitycznego, ktory absolutnie nie nadaje si¢ do praktycznego wykorzystania.
3. Model na podstawie badan doswiadczalnych

3.1. Model statystyczny

Ujecie statystyczne wymaga duzej liczby danych, dlatego zrealizowano bada-
nia na obiekcie rzeczywistym (ciagnik siodtowy plus trzyosiowa naczepa) podczas
hamowania w terenie gorzystym, pagorkowatym, plaskim — przez kilkadziesiat
godzin. Otrzymano wyniki réznorodnych procesow hamowania, np. dlugotrwate-
go, krétkotrwalego, pulsacyjnego.
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Rys. 3. Przyktadowy zmierzony przebieg temperatury [opracowanie wiasne]
Fig. 3. An example of a measured temperature course [own study]

Na rys. 3 przedstawiono zmierzony przebieg temperatury na tej samej osi
z lewej (LD) i prawej (RD) strony samochodu przez 45 min (0,75 h). Zaznaczony
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linia przerywana fragment krzywej ilustrujacej wyniki pomiaréw wykorzystano
do opracowania wspomnianego we wprowadzeniu modelu matematycznego.
Fragment ten jest szczegdtowo przedstawiony na rys. 4.
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Rys. 4. Fragment krzywej pomiarowej stuzacy do okreslenia transmitancji [opracowanie wlasne]
Fig. 4. Part of the measurement curve used to determine of transfer function [own study]

3.2. Posta¢ modelu

W tej czesci pracy przedstawiono metode okreslenia transmitancji wezla cier-
nego (czyli wlasciwosci dynamicznych) na podstawie jednego zarejestrowanego
procesu hamowania podczas wybranej serii pomiarow.

Przyjeto, ze badany obiekt ma wtasciwosci obiektu statycznego 1. rzedu, czyli
transmitancje w postaci:

ANk
- E C Ts+1

G(s)

(14)

gdzie:
AO=6-6(0) - przyrost wartosci temperatury, w [K],
AG,=0,-0(0) — przyrost wartosci temperatury okreslajacy nowy stan usta-

lony, w [K],

&, (0) — temperatura tarczy hamulcowej w chwili rozpoczecia ha-
mowania,

NG — temperatura tarczy hamulcowej podczas hamowania
w czasie f,

k - wspodtczynnik wzmocnienia obiektu,

T — stala czasowa obiektu.

Transmitancja okreslona wzorem (14) jest obrazem réwnania rézniczkowego
w postaci [1]:
dAO

T2 A0=k (15)
dt
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dla zerowych warunkéw poczatkowych.

Rozwiazanie tego rownania ma postac:
AO(t)= k[l —eTJ (16)

Jezeli przyjmiemy, ze k = A6, , mozna napisac:

AO(t)=A0, (1—59] (17)

Podczas badan laboratoryjnych wartos¢ k = A6, jest mierzona. Wowczas me-

toda podrecznikowa polegataby na znalezieniu stalej czasowej badanego obiektu
na podstawie analogowo zarejestrowanego przebiegu procesu poprzez wykresle-
nie linii poziomej réwnoleglej do osi czasu w odlegtosci 0,632 Ag,_, czyli catkowi-

tego przyrostu temperatury tarczy podczas hamowania (patrz rys. 3). Wspétrzedna
czasowa tego punku jest stala czasowa badanego obiektu. Jednakze przyrost A6,
podczas badan eksploatacyjnych jest trudno znalez¢, dlatego nalezalo przyjac, ze jest
nieznany i wobec tego poszukiwa¢ dwdch parametréw transmitangji.

3.3. Okreélenie transmitancji

Przyklad ten ilustruje mozliwosci wykorzystania wspodtczesnej techniki obli-
czeniowej dostepnej praktycznie dla kazdego, czyli arkusza kalkulacyjnego Excel.

W przypadku proponowanej metody do analizy przyjeto kilkadziesiat wyni-
kéw badan, przebieg krzywej aproksymujacej do tych wynikow dopasowano me-
toda najmniejszych kwadratow. Do dopasowania wykorzystano funkcje celu, jaka
byta suma kwadratéw odchylen krzywej aproksymujacej od wynikéw badan.

f(kT)=3 (6, ~6,) (18)

1

0,,; — i—ta temperatura wyznaczona na podstawie funkgcji aproksymujacej,
0

mi

—i-ta temperatura zmierzona okreslajacy nowy stan ustalony.

Proces minimalizacji funkgji (18) odbywat sie¢ w nastepujacych krokach:
1. Przyjeto, ze analizie zostana poddane wyniki pomiardéw ¢ e <1640;1800> s,czyli

proces trwajacy Az =160s.
2. Przedziat czasu podzielono na nastepujace fragmenty:

e 1640<t<1644 — stygniecie wezla ciernego, temperatury w tych punktach nie
brano pod uwage,

e 1645<t<1653 — quasi-stacjonarna temperatura tarczy, dla tych wartosci wyzna-
czono wartosc srednig i te wartos¢ przyijeto jako dolna wartos¢ wymuszenia,

e (=1653 —rozpoczecie procesu hamowania,

e 1654<t<1754— proces hamowania, na podstawie tych danych wyznaczono
parametry szukanej transmitancji &, 7' (14),
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e (>1754 — wszystkie wyniki pomiaru temperatury odrzucono, w tym czasie
brak bylo hamowania, na wykresie rys. 4 wyniki pomiaru przedstawiono je-
dynie dla 1754 <7 <1760,

Przesunieto o0$ czasu, poczatek osi znajdowat si¢ w punkcie ¢ =1654 s.

Zatozono wstepne wartosci k =25; T'=50 s, dla tych wartosci wyznaczono war-

tos¢ funkgji celu XA0 =259,55

Uruchomiono naktadke SOLVER, przy jej pomocy uzyskano minimalng wartos¢

funkcji celu £A0 =95,78 dla parametrow k =22,89 i T'=24,81s, na rys. 4 jest to

krzywa 6, .

. Podsumowanie

Znaleziony w postaci transmitancji model wzrostu temperatury tarczy hamul-

cowej jest istotny do okreslenia wlasciwosci termicznych ukladu hamowania.

Istotna jest statla czasowa T, ktora dobrze ilustruje zmiany temperatury tarczy
istotne dla zmian wtasciwosci ciernych uktadu klocek hamulcowy — tarcza, co wia-
ze sig ze zmiana sity hamowania.

Wykorzystanie arkusza kalkulacyjnego do parametréw okreslenia zatoZzonej

transmitancji ma istotne zalety:

1.

Mozna znalez¢ krzywa aproksymujaca na podstawie czesciowych wynikoéw ba-
dan. W odréznieniu od metody klasycznej nie musi by¢ znana wartosc k.

W klasycznej metodzie stala czasowa T okreslana jest na podstawie jednego
punktu pomiarowego, jest to czas, dla ktdrego wielko$¢ mierzona przyjmie war-
tos¢d =0,6326,. Przy aproksymacji metoda elementéw skonczonych pod

uwage jest branych wiele punkéw, w analizowanym przykltadzie i=101. Fakt
ten czyni ten sposdb znajdywania transmitancji bardziej wiarygodnym.
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